Алгоритм Евклида
 
Алгоритм Евклида позволяет находить наибольший общий делитель чисел, решать линейные уравнения в целых числах. Алгоритм основан на следующем факте: «Если при делении числа a на b получается остаток r, то НОД(a, b) = НОД(b, r)».

Пусть даны два натуральных числа n1 и n2. Поделим n1 на n2 с остатком. Обозначим остаток n3. Поделим n2 на n3 с остатком и т.д. (каждый раз мы делим предыдущий делитель на полученный остаток) до тех пор, пока остаток не будет равен нулю. Последний ненулевой остаток и будет равен наибольшему общему делителю исходных чисел n1 и n2.

Отметим, что этот алгоритм может быть применён также для нахождения наибольшего общего делителя многочленов и других объектов более общей природы.

 

Пример 1. Разделить угол 19о на 19 равных частей.

Решение. Отложим 19 раз угол 19о по кругу. В результате сместимся на 1о, поскольку 19*19о = 361о = 360о + 1о. Таким образом мы получили «остаточный» угол в 1о, с помощью которого осуществим деление. 

 

Пример 2. Докажите, что числа 2m – 1 и 2n – 1 взаимно простые тогда и только тогда, когда числа n и m взаимно простые.

Решение. Пусть n > m. Обозначим F(m, n) = НОД(2n – 1, 2m – 1). Тогда F(m, n) = НОД(2n – 1 – (2m – 1), 2m – 1) = НОД((2n-m – 1)*2m, 2n – 1) = НОД(2n-m – 1, 2m – 1) = F(n – m, n). Таким образом, пару чисел (m, n) можно заменить на пару (n – m, n). С помощью алгоритма Евклида мы придём к паре (d, 0), где d = НОД(m, n). Итак, НОД(2n – 1, 2m – 1) = НОД(2d – 1, 20 – 1) = 2d – 1. В нашем случае d = 1, 2d – 1 = 1, поэтому числа 2n – 1 и 2m – 1 взаимно просты.

 

 

Задачи
 

1. 1.     Решите уравнение в натуральных числах 7x – 11y = 1.
2. 2.     Даны углы 36о и 25о. Постройте угол 1о.
3. 3.     Числа m и n – взаимно просты. Докажите, что уравнение mx + ny = 1 имеет решение в целых числах.
4. 4.     Один прибор делает пометки на длинной ленте через каждые m см, другой – через каждые n см (m и n – взаимно простые). Верно ли, что какая-то синяя пометка окажется на расстоянии не большем 1 см от какой-то красной?
5. 5.     Разрешается сдвигать фишку вдоль числовой прямой на +1 и на +\/2. Докажите, что из любого начального положения её можно продвинуть к началу координат ближе чем на 0,0001.
6. 6.     «Крокодилом» называется фигура, ход которой заключается в прыжке на клетку, в которую можно попасть сдвигом на одну клетку по вертикали или по горизонтали, а затем на N клеток в перпендикулярном направлении (при N = 2 «крокодил» - это шахматный конь). при каких N «крокодил» может пройти с любой клетки бесконечной шахматной доски на любую другую?
 
